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1量子論の復習
量子状態 一時間発展 一量子測定



.

た。 量子状態

散物理系A . <⇒ ヒルベルト空間mm
本講議では dA:= nHAs∞ とする。

.

。 量子純粋状態 4)e
5HAのユニットベクトル( 《 414>= 1 )

例 」波動関数 :ほ 2 = H ほ >
。

Qubit 上の状態 : α 102 + β 1 l> ( 12 Re (β R = 1 )
)

。 量子系を記述するためには 純粋状態だけでは不足
。

密度行列 S efSEBAH) : t ∞

a
π [ 9] = .

S : tHermite予列
&{ 全ての国有通 が非負

臼 tl0)
,
alS 107a 0 .



.
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例た )

嫁1。 “
確率

なで140>を 準備する"
= るこナにブル

Es この系A はβ寄 14ix 4; ) で 高記述される。
量孫 A

Remarkl
. 密度行列は、 “純粋状態集合上の確率分布 ”

を定 めるもの (と解釈
できる !

Remark2 14;) は 直交 しているとは限らない
。

Remak3 二つのなるアニサンでル{P ,14; 2} 」 と{q の ) }のが

寺P1Q:445に気 9α 14a×4
.

を満たすときつのすンでルを見分ける物理的なは～
存在しない

。

) pob . 2 でtoborlyは) 1poh. 火 で10 ) μ\

u>a±)などは物理



.

例 21

19 AB
mn

A B

系 AB の 純粋状態19 Bの 部分系Aだけを見ると、

8
A

: = 原 [ 18× SABJ
部分 トして、µ

(Parial trace ) = ƩITD( f81 B)18 ×
8AB (IIfj >

B
)

j im

という密度行列で新記述され任意の基底



どうやって見つけるか 2
A

SA = 予 85 は×51
m～

対角イ

化 ) 18
)AA
=吾8β I は )tolsst:

ト

彬がい“瀣似いい寒上

い* !

ふい嘘 … 何いい

選いい 器濯堀い

修 いいい巋いいい
… !̂ *"

無
"

m

～場.B = A(⇒HB
= diudA)

( dA≤ ds )



…

18
“ AB= ( IADVABJ 18AA

'

を考えると 、
S"
A = SA

アイソメトロ 8

VASB : dB ×A行列で、 (VASBT VASB = IA とみたすもの
、

mm

( dA≤ ds ) 適切 な基底
。

(学感
←

たて長の行列 .

VASB= UB ( ITB10 )
通観 B = AC

ー埋め込み
、

HA →
14)
↑

, UB ;
UPlo'los)

ー HB
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.

確認:

厚 ( 184e
(AB ] =⑧AB ) 18×8AA (IADA 」な

= 破 ( IADU 悲)「
携VA
～

) 18×8AA ]
GIA'∴ アイメメトリ

= ( 18XS (AAJ
= SA

.

よって 。 19 ")AB = (IADVAGB ) 19
AA

は SA の 純粋化
。

純粋化 の自由度

18 ,
2AB と 182

が

8 A
の純粋化だとすると、 アイソメトリ VB

→ C

が 存在 して、

(dBEdc )

19.=VB→C ) 18
AB

とかける
。 [ 証明は容易 J



Remak2 二 つの異なる =たでル {, 1 φ;
7
} ::;と { 9a, α )} α^ .; K

同じ密度行列 をもっとする 。 つまり
、

J

ヱP: 14:X4; 1 = 援 g× 14αx 41.どこて

このとき二つのアンサンでルを見分ける物理的な
存在しない

。

↳ これは 純粋化の自由度 を用いて示せる
。

Roof ) J ≤ K とする
。

K次元系B と 、 その 系

の

基底 { 1 b >るα …
Kを 用しいて

A

R[AB
:≈☆ 円和 14α> * 1 ba>

B

とするとこの状の BC { lba2} aで測定すれば、
系 A に {Ga ,) San-c が実現する。



一方で
、
2次元系 Cとへ " { 1 Cj> } i=-π

は )昨勃厚 19 :2 hlcg
とすると 、Ca測ればA に{Pz,1; ) };; が実現 。

仮定より 、=☆ qa 14×A =剥X 45に 五A

よって 、アイソメトリ
VCB

が 存在 して

I はAB = (IA ,
VB
) は AS.



.

ン以下の状況を考える。
C を { 1Ci)};>-; s でいる。

は)
AC

casel .
τ ⇒ A に{Pi,l φi)}5sが実

An
離れてる。

C
casea

.

C に3イソメトリ VCPと作用してから、
」
{ 1 bα) 5 α-3-;k でをえる

。

⇒ A に { 9α
,
1405 }a--,Kが実現

。

もし 。{Pil4 ;)}s と { 9a, 14a; k を 見分 けられたら 、

C でるイソメトリ V
∞B とかけたかどうかを Aicheckできる

～～～～

～と超えた通信が列能になる。contadiction ."

Athh



。 ,nn↓"1↓?報y *
"̂

↓
褒爽い率

{ 140>
t}
;, { 14;)

B }」
min{da,ds}
= 豪 145% 14j)

B

w

8
B
= 象
min{dx,d>

140X
4;

1B
SA = 豪

min{dA除

140Xφ% A

近同じ国有値:

2
. ranksta rankgBamin{da ,d}

!
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ぶ)
。

は)
OB

～

Iqutcrt looo futets .

FIEAB Tp1e. )1φ0)BtEple)D 1 φ、)

かつ 、
rawkIB

≤
2 .

⇒ =(n。)



た2
。
時間発展

:

.

β (t= o) unid S (t=TJ

例 ) Schrodinger方程式 :琵 よ氏 ' ) = ほ氏、>

Lindblad方程式 : S ニー i [H , 83 +( Lj8 y- ≠ { lILi , 8 } 1

最も一般的な形 で 孫の時間発展…
～～

は記述する方法 。

⑧ 写像 :状を状態に写すことが必要 。

SAA TAAB
B ZAB ( φA )

U ⇒ Completely - Positivetrace-Preserringm 写像 。 (cPiPmap

TR [左 ( x )] = R [ X3 , top. X .



Positive写像
も A
S 0

A AB
B 万B( φA ] 20

n 当然国のために不要だがここの条件 だけでは不十分。

Completely - Positive 写像

A JAB B

「 SAR } 少- dR ) ( SAP ] : 0
*
o Rt any dsmension

CPTP写像白状態 はず 状に写任意

の CPTP写像は量子論の枠～
組

みで実現可能が品
A

.

Yes
.



.

Stinespring拡張 ( Stnespringdilution 2

近任意の CPTP写像は 工三タリと 部分 にんスで書 ける。

睾 I05 UGte E 1
←A

…SA A ケAsB B

i感術“ 10>り恋VA→ : アイソットリ
。

CPTPmap携 子VG∞BE
:アイソメトリst。

少厚 [(」(]、



.

物理的な意味

CPTPmap を実装 する代わりに、適切な拡張系にユニタリと

作用して、不必要な 系 をトレースししてもよい 。

↳物理系で実現列能。

結論
。

CPTP写像臼状態はず状態に写る
。

) 量子系で実現できる 全ての時間発展
。



.

たる
、

量子測定

測定 = 量子系から 古典情報を取 り 出 す 操作
濃測

β 力 n彡 確率P: な [Mj 9 J で出 まを得る
。

{Mz}GJ
PorM . positive-Operor-ValuedMeasure.

POVM {M; }; ts B Mjz 0 & 歳 Mj = I
.

Remark .

POVMの特殊ケースとして
、
様々な 測定がある

。

POVM 射影測定 PVMてのMj が射影演算子
。

射影測定
ramk - yPVM :全てのMj

が rank - in 0
ranky

射影測定 es { lejxe; 1 } ; :基底。



Remark 2

初歩 の量子論 :

“

可観測量 ① & る”

守期待進 は FIQS る
。

これは PVM の 帰結
。 確率

θ=残慰 ⇒{で 測ると式きEPで得る
。

射影

⇒期待値: 季zF [PBS 3

=π [“1] 93
ュ π [ ⑥ 8 子

:



Remark 3
.

測定
β A ng 確率P= ECM ; 9 Jで 出 を得る

。

{Mz}iεz

状態 /
POVM

> 確率分在

G 測定後の状態を記述したとき
n～o

は

、 POVMでは不建。

量子イェストゥルメた 人 { Cz }: :

{ :
警

az"CP
trace-

noriucreaningice map

β 1
似」 確率=な[CyC 8 )るでまと 測定後状態 Cを出力。



2
.

HayderPreskill :直観



2

-t . Hayden -Beskill とは 6
.

ブラックホールの 情報パラドクスをoversimplify した横型
。

量子誤り正をoversiupに少した模型。
。 ブラックホールの情報者パラバクス

.

㝫 誼 宅宙wwD Hauking

→ →

NI)
Be議rdie.

v

誼初期状態ほ) が混録状態 8h
…
…
つ

> .
→

Sth
∞に 変化 した 。 い>

m) これはユニタりではあり得ない
。



.

… 僕 には分からないらやの由で) 、くの人 は 宇宙 の時間発展は
ユニタリだと信 じてる。

仮定 :宇宙はユニタリ時間発展
。

> Hawking放射が熱的 ( S+hemal ) であるように見える
”

が

本当 は 熱的ではないはず。

> Hawking放射からほ) を 復示 する方法があるはず、

Hayden-Preskillprotocol はこの方法 を考えるtoy model .



BH :B

”
。品器

「
飛を

, Elos照 US
ユニタリ時間発展

Aikgehbt,
s盛
tin.B

97
B

☆

逆 9 ↑
、純人化。

↓ ふ} 18
)BB

14> )

old'radiction.Bi

“New
" radiation
)

equkitsD
“New
' radiation

シリジ 呉 lgubits

辺0 できる旨
。

aiutuni素感“築
「

D

凸 SB 女 14)を復元

old'radication
.

Bi



…

HP プロトコルのダイアグラム 全く
“動”

が 入ってないが、
¢ しばしば、

“

Gauge/Grirty対応014)
A k n-ell があるから

、

Q
- mechでt分 ” と

B s e D CPTP 明される。

18)BBB

"k

DDB 214 :

仮定た U
'

や 19の詳細は知っている m
…

白 D は U や 18> に依存 してもよい

m) もし ,
M= lであれば 、

S
「 と作用 させれば14Aa 19」BB

'

と得る
。

間 、14
月
の復元に成功するためには 、Oがどれらい大きければ

よいのや ?



仮定 2 .US はHacn ランダムユニタリ ( or その近似 !

これは後口、 eiHtに 置き換 えるが、
基本的 に本講議 の 全てで Haar を仮定する

。



“

2-2脱翔

を “

HPプロト 3L と熱平徳÷人化、

B Us
Gel
e D

new radiation/これは熱なのか?
。

oldradication

は 器がエネルギーと存すべHer う 、ダムエネルギースペクラムな 」雪”飛割らば Yes.
E Emax

ジ

2
“国有状急{ ie;)} ジ 金程 : =span { lei ) : E- δ EEE 的 }. 次元deadsmc

mH. {
ミ
二

→Entm



.

仮定⑦
: . 14× 41% SB EHE 上の状態

。

a Sのユ=丸リは 、 上 の Haar ランダム U
( ≈ エネルギーをあまり混ぜない )

。

もし
、

② l 《 主 ( lgde - HCB ) s )

ならば 、neweold radiation a状 σは 、

2piB
≈thermal nSBammn
孔

つまり
.
new radiation D は 熱的約 で

、

adiationBとはの関も持たない…

“

Hawking友射が熱的”という 結果とし仮定付きで )整合
。



.

α -3
.
HP プロトコルだ

ャ ICD
1114)

A k

Us en-e p OPTp
簡単な
場合

14AA I . A
B

DDBSA 長19
]
BB

US

LSBB'izg
-k

…
…なし…
…

D

しばらく 。ほ
P
= US ( 14m18 ) 》 ) がどういう状やを考える

。

stepl . C -D間のエニタング。レメント :

step2 よ 「or
I

”がどういう状か 2

Step 3 . Ʃ
P
から 14)

”
を復えできるか金



.

Stepl IほP
=
U '

(
1 )t%18 》 )のエンタングルメント?エータングルメントエントロピーーmno .

。 deEdo の場号 を考える
。

Hco)は =一
π [ 式「 byぽ ].HLaz ≤hg.「 ダに RISCD:最大をタングU

S Haar平均 メント。

圧
。
SHCCI] = 一圧い

Iなよむgなす]
。

トルック 1 .H(cE 2Hz(C)a :=- lgπ II

ト Yeッ72 .rx ≤ x - 1

トリック3
.
ス7ップートリックし ≈ しプッカート 5 ) )

E [ MANAJ = FIMのNA 'Y #
AA
'

Z

==で 、
#AA

=
IA leixelsleixe: lAl: bais - independent.



トリックみ 。もし、θAAが全てのり UAに対 して

COAA' ,UADUA ' J =O

を 満たすならば 、①AA =のIABFAA と 書 ける
。

また、 α と β は 、

E [ OAA
'

3 =α dA
'

t β dA

{ な[⑥AA' #AA' ] = α dAt β dA:
を 問くことで求 められる。

。

さて 、

圧
。
[ HiC)E] Z 圧。 [ tHz (c)e ]

= 王U [ -rItipslogfmminn.Tesd
.

logde -Hzck= log

[ dc× E[CICP 3 J



≤ 寂 ( deE [CE ろー )
.

み 圧。 [π C(]が 分かれば 十凛。

圧。 [ EC いほ] = 圧 U [ な [感感 」 形配 J
=超にほXEI和了
= 店 [ USC 1444(AD 1SXSIB ) 0

st
}

=熙[渇[ US [ 14x4(Ap 1s ×SIB 10s 4
～

iinm (番 73]
= XSS

'

3 Hacrのおかげで [X” US]=0
( シュニ AD US )

☆×
ss=α

2st β Fss
'

=
ASS

'

eHss
ds (dstl )



議

s 沿感飛をは
秒 ## 。

形11#
の 五限J

"

= dsiddenlπ 9@(
d

= ded , +π[

階形 ”別～
kd.

1

dctdp
=

dst 1

ということで 、全合わせると
、

> logde-t巨。[HiCIE }:logd .- t?mmµ

logdc dc ≤dbを考えてる。



.

また 、
Schmidt分解と考えると 、 Hioほ = トCDほも 分がる

。

dcodoもまとめて書くと
、

y dmin
〈 圧。 [HiC)z ] = 臣。 (HiD)E ] ≤ logdmiulogdmin- las dmax

==で Aminymax =Min/max{ de ,d }

～→ ID= U ' (14019P ) は 、い)Le” に依らず )
ほぼ最大 のエニタングルメントを 有することがうかった

。

→ Iプ
D
≈最大エニタングル状。

14t A

18BB usl " DDA



step & Ʃ . ED :

IDA A

ISB
B
US

台 } に I” 最大エンタングル状恋。

Schmidt分解 : ほ≈ 熱 1 ezs*1 fg)? dun=min{do,b}
∠

お“熱家ejxee 熱僮1 fi× に

CrDa さ方はのよだが、 大き一方 はの (̂ )
。



1
≈
do篭感1

α
linなるば、この状から14を元できる
→ どうやって弱 はずよ

。



.“

愛影作在協熱た
↓と、

闊荷導成協悩存
り重寝い

↓露出閲雨間修

と広π感↓qonk
、い"

"
考察 する。



“

五々( ^:; ) 、 性(別
claim

Len ↑ 4'っ↑ いう=^入な考 した… 時

ぽ” 飛3

-huud- 、ot.y "い 示
はまり、入力忙直交 して 0↓ で :出

☆もいなゅら

近以物卵
に1

通交

i

;
r
。



通交性 の 月: 一般 のベクトル Io> と 1w>

ko , wsl = kelallw ' l 1 xcos

: Ko, ω) )
《 Y 3 o> と lω) はほぼ通交

。ll losll lllwsll

6
,[ [ 4)や凹 は行列なので、Hilbert_Schmit内積 ～～
、

と使って

。 <M,N> : =不[MTNI
.

みよる
。

。 11 M 1 la :=M 3
以下では

KΨCD, 式()> l
を = hand- waring

”

に考える
。

I(z 'l
_

lIit) 1ュ

の 圧。いはに、現故飛了合すゃった ! 背 ∞t



～→ほんとはややうそだが 」圧 v|ID、1 に =IIl に
≈武森臨

② 圧。kI), ②
「
()>↑

圧 π く I飛引 a飛 み@ 両 0

= 圧。 [π [ ]PI
'
]]]

:

= [広Eω
'

のU ' 」1P4x4×性18 ×91 Bα19xB'UmmL
この 耳β # sss × 形2 ぐ) J

ニ … 2 前 て+ ) (T - ) ≈ 前



⑦ と②より
、
haand -waingには 、

KΨ C, Ψ(> ! Ydo
～

II11 Kほと
^

YUptyd
.

= dlde 香 7

descdb の場員
ということで

、

めちゃくちゃ hand-waving で、絶神に
文

には書けないが、
.

.I

ぃ14)
A
→ 2

”

) * 議
deado ⇒ {

SA,) ② )≤(ェ
。
)

と考えられる
。



A A残りのBH 14)
c

I 8JBB
Clb

c

∝ IC LI業l=n

ƩI
”
∞熱智階… T 」(^

*I
。紫

←

)蟻
de dc l 消へ

2kg のでロックがあるので、A系の基底和
が適交性とてる !New radiation直交する状 (組 !

Ψ ( 14↑,
A
)だけが通交性を保てる。



“

齦
”

:
29a k であれば

A c
h

B US ロ

“☆倍城

期等 装

。
皆cref

oin.

foeに基

な, ^

I ☆? ゃ " "

象の
“「

」から 14 A と元できそう 。

背後にある理芸
Colisimrfuenおかげど直交性が保たれるの±つの 直交状恋と保つためには。

「

D の次元が do 22dc であることが必要
。



Us : 2
⑪
collision -free の性質 により

Ii 4」」 I 1.
[ 反式≈ ( が成立する。

lo

…

ーゞい」
楞噛咽携しひない
嘘いい

”
い塚。

!もい数いッ

デュータをかけれる系 ⑪ 凶
¢

系侔口の大きさ =dp 」と「 政 の rank= dnn 」と、Aで通交する状のヨスウェdAs



呼。プロ場品“どう考えればよいか。
14)
A k

Us
en
-

eD

CPTP← デュー丸をかけれる系 はDB !
B

DDBSA A

k

}

間
Lは2
AンmPCaly

itnefo

? λ :カレはできる

!

!*に EBsy:? ?

de
圧。 [H (C> I } ?logde -en' ads2H

⇒de ≤ do2 (
B 1sであれば、 C - DB間 は最extvaterm大ェニタングト

。



印 ②) ≈ do

照-ankdeの 身射影演算子。

② やればできる !!
1

K政間」 改飛枡) になく政(み )) ] ≈ d >2 HCB
' s

I12IBi40r 性 と ≈「
↳ K政間,t吸>|
ILI

ロlk IKID
版

?

2HeB's
)de 《 do2 (

B'Sであれば、 Collision_ free と考られる
。

へ

通交する



⑦ と② を認めれば 、復元能 の 条件 は以下 になるはず
。

系DBの大きさ
飛

Ʃ 政」の ronk × A系で直交する状態の 3スウ
ぃ 1 )

de da
dodum
222?

14)
A k Cae

I1
例えば、

B Us e D cPtP

DDBSA A
19 )
BB
' =(i - c 1 l0

] PlojB
∞18)

B Bink k Schnde/3
+ 歳 ( n )BryB̂ …

+ IMSB (M>
B
'

)

だったとすると 、

19BB' ≈ loB 0)
”

なので 、実質的 にB ≈ .



.

一般には dB ' ≈
28のエニトロピー

= 2
tH(B)

δ
effectiveには

。

↑
これまで比が出てきたしね

。

このな察から
、

dp
×
2 thBl9 2 deda ⇒ 復元可能 。

企

la
ntk -HCBls

2
NOTE

がみたされていれば、

①と②の条件 do2Hz 2ccも
みたされている

。



nek-HKIBJS
,

U

「
"

DD Alth=
2

ずっと Ʃ IC
2

.

lth

競 0

3

Y : 11 dpx2z(Bl9鑾磁 い≈ 0
:

p
:o;
: eff



.

ことまでのメッセージ :

Haarランダムニ人
を

使っている限 り 、

⑦ Max エンタングル4たト

{ ②Collision-free
“箱 ”

の 大きさだけで 全てが決まりそう
。

mmベ空間の次元

Romank
.

的な

Haarが 絶対に必要という 訳ではない。

例 」 ユニ的り 2-desgnで分。
クリフォードユニタリでも十

e
- iht

( Hは十分
“複雑」 でもOKと期待される

。



3
.
HeydePreskill :まめ



ここまどの話は 直観的に 分 かりやすかった( かもしれないが、

何かを証明するには hand-waving すぎて役に立たない酒飲み話
。

る-1 .復元する
”

とは 2

14)
A k

B USeeb CPTP

LS)
BB Bink DDBA 管 : 14A :

「

の 14 ) ってだま ? 。 m) 量子情報源 (Q .+no
.

source )

②≈Ψ)って 何しだよ ? ～ → 距離
。



⑨
c

14)
(

未知 m, US mele D CPTP

18)
BB

i
DDBA ≈ 14A8 .

知ららない“ことをどう定式化するか ? …

↳ 4 つの法は 、 確率分布を使うこと。 例にサイコロ

s 確率 Pr
で

145) ～
～～

”

と 定式化すればよい 。
臼 る:サョでル{P

,

14;) } :
π

アニサンブルをいた定式化は、量子では危険 ! ! ⇒ 密度行列
予PBit;X4i 1

e.go )寄45(=なG α14×(ならば、{. 14i >! ;と { 8,, 14>}」 は
物理的丸 に議別不可能

。



∴

号A :密度行列 は 、純粋状の集合上の確率分布を 与えるもの 。

“ セイコロを投げるとが定める確率に従って014が出てくる
。

量子情報源。
↓

G
らAm) 14t kA s

m-lll
B U e D oPTP

19 )
BBI
mk

DDBSA A
21t3
t
0

B
ぶ k

↑
るが1 みを出したときには、

ここの状も14》であってほし。
どうやって定式化ればよか ?

11 出力状一 14×41 A11 を 確率分布"
A で

平均mmmnntたi !!
m

が142出したという条件の これはよく分からない。
もとごの

、 復元のそうー 、



.

> 量子情報ではいァレス系R を導入して 、純粋化1R を用いる
。

5Ams14
t kA Cne

I1
B Us e D CPTP

Mk

19 )BB, DDBA214t :
B

↓ 準的間な定式化

R

A c ≈ ISARIS)
AR

m-k

me Il 1B Us e D CPTP

IS )
BBI DDBSA A

1 kB



i

なぜこれで“ よい” とされているのか ?

“

15 )
AR
の Ra 適切 に 測定することで 、 系 Aには密度行列がる A である

任意 のアンサンブル { P, 14;) } i を 実できる。"

I)ARP
カ
{ 19z2} 0⇒ z bithpoob . Pz

A { Pz 」 1つ} 」 が実現してる
。

> この理解に基づくと 、これまでのナ M オを以下のように書き換えられる
。

これまでの描像( 平均の取り方がよくうからない 」
カ →8

IS)
AR

KA

B s
ae

l6
CPTP

M-直

] SJBBBi
e P

DB 差 14 ;つ :



企

CPTP f
力 misg

'

DDBSA 曽
にこの段階でエラーを定 めようというえ方

。

以下ではこの方法で HP プロトコルの復元エラーを定める
。熱嵩報露
:、考綱災鼷園∞

里混合状態



.

HP プロトコルの復元エラー
R

KA Geil ≈ ARば 。
は )

AR

B US e D CPTP }
18 )
BBI

mik

DDBSA A

Bi 8
,
0 k

→ てES,URDBS

D [8 ,, D ): 青11
D政り 一は猫生

な規格化 トレース距離

O ≤DE . lOlli= Fo
(国有値の絶対体の和 )

。



.

ベストなデヨーダを考 えたいので、

D 18
,

0 ) : = inxp
D(

S , U , D )
。

Haar ランダムなのど 、平 をとってしまえ
。

ƩC 8 ] : =⑫rtaar [DLS, UJI 。
標準的な HP の 復元エラー 。



3

- 2.解析手:法
。

R

ae
11

≈ 2
AR

は ?
は )

AR

US e DCrip }
ISJBB

1 DDBSA A

Ʃ[9]: =。[路 1 |DDBAは☆G ω

RB) - ほ恒 AR 11]Bi 8
,
0 k

RDBI
→ VISu

デカップリングアプローチ

LIR を 考えるかわいに 、IR を 考 える
。

りてァレンスR ← 的雪が持っていない



.

題

以下 を満たす C 系の状態 σ Cが存在 したとする
。

11[
s
.

0 C
- 感の σ11 y

≤
E .

↑ はAFの縮約細密度行列
.冋このとき、

D ( 9
,

U
,
Ds0 ) ≤「E

をみたすデョーデD8
BA
が存在 する

。

R R

は )
AR

Cae }廷智 は )
AR

kABKA Us σ
C子 ) じ

n-ell }福 は)ARB

IS )
BBI
mk 台

1S )
BBI

B

"k
b D

A

i
11



.

明の準備:純粋化の自由度の近似版
。

変形 Uhtmann の定理
。

7
SAとσA の 純粋化を 18B,

1
σ)AC( BEC 」 とする。

アインメトリ VBSC で

1197- σA 1, ≤ε ⇒ 11 /σ×σ 1_VB 18 × SAB(UBlh
≤ 2」E

をみたすものが存在。

RemarksA= 0
A とすれば 、純粋化

の自由度の定理
。



命題はこの定理をいれば直ちに従う
。

Proofl

11- πnll , ≤ E .

(仮定 J

/純科化 ↳ Col

I2[s,0
)RCDW

1 は )10 ) m 1 σは分大きくとる J

よって
、
アイソメトリ VDB

'SAC
が 存在して 、

VDBGACII8 ,
0RCD を 油 )APp 1 σ)

"

cCをトレースアウトすると 、 しトレースアウトでしn は 小さくなるので )

DDBSA ( ES.RPB ) 皮× 車
AR

) D (U
,
S
,
DJ ≤ E (規格化を忘 れずに商



.

R

は )
AR

Use p crip } ≈ ARは ?

IS )BB
1

DDB'
SA A

Ʃ(9): =。(1/ DDBA
(は☆ ,NRD ) -は恒AP1]i 9

,
0 k

→ ESRDBS
D (U

,
8)

"

nfDCU,
S
,DIE HI-πTsoll .D:CPTP

⇒ [(8 ) ≤ 圧。|I-πPbolly
≤瓦線1 \ Is.- π Pbrell .

2
これまでの 直観から 、

復元できるなら

三画IIs0R'- π Rπe'lli σ≈民のはず
CHaar のため )



あとは予クニカルな計

l 1oli ≤ dA F [Apz

を用しいて 、

E18 J ≤ (dA [ 下 しま_ πのπ] )
と

Y4
= ( dA±oなしEp]が飛 } )

これは SWAPクecで計算しし
橐

≤ ( tB1s )
火

= 22 ( ntk
-n e )
←

直観的理解は
= lth 正しかった!!

とということで
、 Ʃ(9 ) 々 E を 達成するためには 、



.

l 三 lth elogyε

の NewHawking放射を 集めてくればよいことが分かった。

R

は )
AR

KA Cne
ll

≈ AR恵 。
このエニトロピ*③ US e DCPTP }
が重要

IS )
BBI
mk

DDBSA A

i S
,
U k

O≤ トK(B 1s ≤Mk
RDB

1

→ Is
.
0

) k 急 lth 急 ntk
ァ 「 LBのエントロピーが最小Bのエントロピーが最大

BB の有効次元が最大 )
B の 有効次民が最水



ふる。 脱線 : 部分トレース以外の場、
R

KA ≈ ARは :
は )

AR

B US
)Cprp }

19 )
BBI

m-k

DDA
Bi 入 k

C をトレースアウトしたのは Cが “残 りの BHだったから。{ 量子情報的には最低でも、 もう少 し一般化しておきた
1

GSに一般の Kズが「 。

かかると8



.

R

は )
AR

間"。" CPTP } ≈ ARば ?

mk 'SAA
19 )BB DDB

S
,
U k

は)RCDBS

NSsD ; ノイズを表 す CPTP 写像

{ WScs: NsP.Stinespring拡張しるイリメトリ)

→ RCDB
'
は 純粋状態なので、 decupling の考方が使える

。

⇒ R と C が dewuple して a れば 、よいデコーダ D が存在。



.

One- shot decouping 定理 をると。

E。 [ IVIRC
-
π R

のvll .
J ≤ 2 :
( kblei -kethlsilu )

ただし 、
2SC
: = ( id' eNs'c 」 ( ほ$” )

。

{ トに ( AlB )sumim.=-bg間 :ste不間
B
4SPの判;

Renyi~ 2条件付きエニトロピーー

必 たまに 、ト K( A(B) s =KAB)FHKCBI 」 と 定める

“やばい
“ 論文があるが、 やめましょう…

るこの辺りを理解すれば 、量子通信容量定理 も 分 かる
。

>詳しくは
「量子情報理論田」 を 。



4
.Hayden-PReskil

|

:応用



みた. エネルギー等が保存する場合、

R

は )
AR

KA Cae
lh 1 ≈ AR風 ?

B Us e D CPTP

IS )
BBI
nk

DDBA
Bi k

これまでは 、US ~Haarランダムと仮定 してきた。

しかし 、
エネルギー eをが 近似的に」 保存する場nnnnnhari は
⑪ あり得ない

。

HS = He保存量eによるよべルト解間の今解、
E
, Us = B 品を 教 てみる。 (遊び )

。

部分空間内 でのHaar
.



.

⇒ これまでの理解から、例が起こるやd定量的に理解能
。

。 情報復元の遅延
。

保存量がない場局
14 > UsCye

.

l 2 lth =
2

ntk-HB19 が条件D Co - ec

18> 7 i ) db ×2 n 三装
初期状態が C0 IΨCDBI DBの有効次元

IDBのランク、

直観:
mw

Aの通交する状番のスウ

ぽ (* ),
の

“: ;品1 淤 ( } apiztens .

Haarn
diし 河 ei

⇒最大エンタングルメント EdaIのブロック
a Collision-free



AB が初期に保存量o と持つ ⇒ supp (初期状恋 ) = H‰

田 Ueによって、この育全屋間内だけ
∠

での最大エンタング(んか～n生成される
。

この 部分空間 Heo は Cと D に以下のように分書割
。

He。=HH
入

C系で保す量ec と
「
D 系で保存量 Co- lcd

持つ部分空間持つ部分間
、

旧 皿
この部分空間上の
状態員 は、
'at (_THe

!

Iea( ^;) 求世'、2Hni
dinder

となる
。
imaxzヨタングルメたト 」



.

⇒ dimHe× 2 H
's 2 dAx drudedが 、

分空間Hec
@
Heecで“ 14 tを復”できる条件のはず。

⇒ これが 全ての ecで成立すればよいので、

tec =O,-; ec,dimHec
a2 k
' ss dasdiude

が 、通観的な復元条件と期待される
。

～ 実際に
“まじめなるプローチと一致する

。

Remark1 : 部分空間でのHacr ⇒ 次元だけで全てが決まる。

Remark2 : 実際には、あまりにさい空間～ (Hなど ) は

dim = θ ( 1 )
.

んシしてもよい 。



Remark3 : 結果として 、th は 大きくなる。

てきとうな見積もリ 。 OKαA として 、

dim Hed =2cmel ,dimHee, =
2 e

(dind ' =
2ney (dnP = 2

e )

とすれば、

lzNt 22
k - K8 lB

nlw
≥
nek- Hes)B

mumth 2

となり
、
より 多 くの New radiationが必要 になる。

> Hi91B の最大値も同様にスケールすると考えれば、、

O ≤ HCSB ≤ aim-k ) .

.

"22
tα
k ≤ lhnew ≤ 1 t 2k.



.

2
。 情報を完全には復元できない

KA nl

u
-k @Ues

β

"
g
→

El_ C か514)
の保存量に関する情報と

147 取得できるとし 口 にデコヒーレニスが 生 じる。

18) B

C から 14) の保存量の情報を推定できるか ?。

と kgub もの 系A によって 、 系 Sの保存量 はθK )変化する。

2 . このθ( β )の変化 は C に 引きつがれ 。①CK ) の変になる
。

3
.

一方で
、
Cにとってみると 、系口 が traceout されるので。

その也 いで保存量にゆらぎゃ
～～、

生 じる。

SC は n- lqukits なので 、θ(e .



.

す wろより 、
M -l

. O )mmm
》

θ (ne)mno
系 A の入力がる引き起こす 番Cが持つ保存量のゆらぎ
系C の保存量の変化

。

であれば系 Cから系 A の保存量を推定できる 。!。!

つまり 、

K 2 θ () ≈ OC 兄)

のときは 、情報を完全には復元できないことになる
。

m> これも具体例で確かめることができる 。



c 2 をまとめる
。

復元エラー
Y
= 邇性

σ強

いは続えきない邏 ～
i > e

θ C公



.

4 -2
. Heyden-Preskill のデコーダ。

R

は )
AR

KA Cae
lh 1 ≈ AR重 ?

B Us e D CPTP

19 )
BBI
mk

DDBSA A

i S
,
0 k

デカップリングでは 、“よデョーダが存在する “ ことしか 言れない。

(証明を追えば 、「mplictにデコーダを構成できるが explicit ではない )

。 実際にどうやってデコードすればよい 。

{ 。 効率的 にデコードできる 。

。 □ [ 9
,
0 ] =D( 8.0, D )ではなく、 ☆ ( 8

, 0 , D :



一般論
R

は JAR
neBkA eDUs 色は)

AR

mk

IS )
BB

B
UQ
δµ

デカップリングが実現していると、 こういうユニタリが存在する。

つまり 、 デカップリングが実現している 場合は 、

HDB 'z HA と分解できる
。

mn部分慶間がRと最大 エンタングクゴミ

(
DB' =OAとなるように整 )

デョーダを見つける 付 よい部分空間HAEHBをみつける
。



…

Petz復元写像

状態 σA と CPTP写像A
に対 して 、= A (σA」とする。

Petz写像: P に機 。
ここで

、 「
s ( 8 )

: = 83 ft

{×BaA: TAsPa adjoirt map
ie, 不 SMBYAB ( NAJ}( =π [→

A(
MB
)NAJ)

定理 : Petz をデヨーダとしていると、 最適なデコーダ
Do
に対して

、

D (8
,
U
, DPetz )≤成U, Dopt ) [Barmumeknill

,
2002}



.

R

ほ )”競 t Ue b apap

i 90 既
復元エラー D( S . U ) ≤ 2

鍚

IS 3
BBI DDB'

SA

はIL
DpetzOBIA(}DB ')

:
= 191BBUs+ (皆ほω 落

B呼
)
%) U「 18)B

> Haarウンダムを仮定しないときの復元エラー

O(S.
U
,Dpetz ) ≤ - 返 (DB:R) - 2k

ICDB
'
:R ) - 2k

≤ 1 - 2

= ー 2
ICC :R )



.

Remark

Pez写像は 謎な“ 形

をしているが、 これと実装 する量子回路も
知られている

。

[Gyenotal PRL 20223

> ゲートの個数 = ① ( expolexp (h) なのど非効率的

↓
最近

、

Petz写像 をまく “ 改良することで少し 効率化された
。

[T
.

Utsamiz Nclatc
,
2024 ]



Yoshida-kitaerの 方法: ツイズ ”

を simlate しよる !!

R
[BYoshid . A.Kitev

,
207 ]

は JAR
A

0
s 6 l "

B

18BBS DDBA A

Bi

[JRCDB
Y

(- .
D P

1 H

…燕 Ae ,
D

'Ampliendaplifiatnd !
ー

油)
が

注意
。 18 )BB ÷再 iePlei)のような形のときにうまく 動 く

。

{ 。 HP 以外 の 一般のノイズに対 してはうまく動やない
。

。 非効率
。



.

□ ( 19) =
)

U, Dx)≤ ( 7 ー 2 HKBDE-HKCBGReっ K )
と

1 Y2
= ( - 22k (OToC> 1

.

IB
.Yoshidaa :Yao,PRX,2818 ]

1ここで
、

<OTOC )
-Adrds FSPAQ品 PAQ2 ]

彑 N w .

σ max {dt? d5
' } QP = U'QUst

従って 、ユ= よって 。 A と Dの全私のOTOC が減衰

⇒ とK の手法 で復元可能
。



Remark
“

YK の手法 は HPしゃ使えな”

pgradel!うまく改良することで、 任意のノイズに拡張可能 !!

[T .UtsumieNolae
,
2024]

…

…残念ながら 、非効率
。



.

Classical-to-Quantum デコータダ
Ickata

,
thetsauraskoashi

,

“

直観 ”

に

基づいたデヨーダ npj
' QualuuFato

.

2024]

R

は )
AR

闕

0
s : "

B

19)
BB DDBSA A

Bi

EJRCDB' と A が { le}うなら。 DBでもしているはず。
↓

↓ 影定すれば識別できる。

実はひの基府ではなく 、

2つ以上の基底でこれをcheckすればよい。

lej>, 」 LejPB
相補的昭 1

とすると
、
これらのRenyi - 2 エニトロピーで

18α)」
B

元エラーが決まる。



.

Remark

。 HPだけどはなく 、任意のノイズに 適応可能
。

{ 。 非効率
。

( near-optimal デアーダ J



3
.

Classical-to -Quantum復号化。

いが

唯思い
親し、悩い

離い 競い携店応封函
いおがい

蹴
任意のコイズに対して効率な⇒ノイズに何らかの仮定が必。
デコーダは存在 しない



「 ハミルトニアン系おける
ー

) . Hayden-Preskill .



.

1、 ハミルト=ア =時間発展
R

は )
AR

KA
s hell } ≈ AR風 ?

B U e D CPTP

IS )
BBI

m-k

DDB A

i k

U
”

がHaar ウンダムというのは 、ちかにやりすぎの仮定。

_

its
2 ws = e のときにどうなるか?

しばしば”
H

がカオティックなハミルトニョンであれば、

同様の結果が得られるはずい
という根拠不明な主張と耳にするが、 これは 全くの嘘

、

揕



反例:
. H = 寺 $z . $;t 1 ←李ゴ

ランダム磁場 Nakety
,
Tezuka

。 トに一 tgxithZ; l PRR 6
,
L02202 (

(2024 )

を考えると、
数健的に以下が知られている

。

り .エネルギースペクトラ ⇒ランダム行列的 ⇒量子カオス
{
2

.

OTOC は長時間後に最、値に収東する 。

しかし 、数値計算すると、 ダメダと 。 。 。 。



ンダム都場代式ルグ
}斜め存長場

イジング

n=12
,
k= で複元社らーんと C の関数としてプロット



.

:

>
「
SYK ⇒ HP復元できる 」
「
この二つの量子力 オススピン鎖 ⇒ 全然 ダメ 」

おや2。

ュ= よて 、 ACD の全私 のOTOC が減衰

⇒ とK の手法 で復元可 。

量子力 オススピン鎖でも OTOC の 減衰が確認されているのに、

なぜ彼充できないのか?



.

□ ( 18) =
)
, Dec) ≤ ( y - 22hsooc, )

Y2

.

IB
.Yoshidaa ?Yao

,
PRX
,
2018 ]

1ここで
、

(OTOC)=A' ds F [PAQ ?PAQPT
Pauli

.

miw

A ( kgukitsn I と Dlequbitsn ) の全このパウ
KA ne δ
B Us De HPプロトコルでは

、 lは O ^ nの変数。mik

とこるが!! これまでの OTOC究では、 k=l= 1 が多 い
↳ このような 局所OTocmnnでは HP は理解できない



R θ局所OTOCで
理解可能

。 >(よく研究されている 」

L

大局的 OTOC と関連してる。

つまり 、SYK と量子力オススピン鎖 は、
異
なる

大局的 OTOC を持つ
。



.

最近
、

興味があること 。

どういうルミルトニアンであれば 、HP復元と実現できる :
{ ルミルト=アン時間発展を用いた量子誤り ?


